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§ 2.2      Εξισώσεις 2ου  βαθμού 

(1) Τι ονομάζουμε εξίσωση 2ου βαθμού;
Εξίσωση 2ου βαθμού με ένα άγνωστο ονομάζουμε κάθε εξίσωση που γράφεται ή μπορεί να γραφεί στη μορφή [image: ] με [image: ].
π.χ.
[image: ], [image: ], [image: ] 

(2) Τι ονομάζουμε εξίσωση 2ου βαθμού ελλιπής μορφής;
Εξίσωση 2ου βαθμού ελλιπής μορφής ονομάζεται η εξίσωση [image: ] με [image: ] και [image: ] ή [image: ] 
π.χ.
[image: ] ([image: ])
[image: ] ([image: ])

Μέθοδος επίλυσης εξισώσεων 2ου βαθμού

Α) Εξισώσεις ελλιπής μορφής
Αν [image: ] τότε: [image: ][image: ][image: ][image: ][image: ] και αυτή λύνεται κατά τα γνωστά.
π.χ.
[image: ]
[image: ]
[image: ] 
[image: ] 
[image: ] 
[image: ] 
[image: ] 	ή 	[image: ] 
Αν [image: ] τότε: [image: ][image: ][image: ][image: ][image: ] ή [image: ]  και συνεχίζουμε κατά τα γνωστά.
π.χ.
[image: ]
[image: ] 
[image: ] 	ή 	[image: ]
		[image: ]
		[image: ]
		[image: ]

Παραδείγματα
Να επιλυθεί η εξίσωση: [image: ]
Λύση:
 [image: ][image: ]
[image: ][image: ]
[image: ][image: ]
[image: ]
Να επιλυθεί η εξίσωση: [image: ]
Λύση:
[image: ][image: ]
[image: ][image: ]
[image: ]
Αδύνατη
Να επιλυθεί η εξίσωση: [image: ]
Λύση:
[image: ][image: ]
[image: ][image: ]
[image: ] ή [image: ][image: ]
[image: ] ή [image: ]
Να επιλυθεί η εξίσωση: [image: ]
Λύση:
[image: ][image: ]
[image: ][image: ]
[image: ] ή [image: ]
[image: ] ή [image: ]
Ασκήσεις
Να λυθούν οι εξισώσεις : 
	i. [image: ]
	1. [image: ]

	1. [image: ]
	




Να λυθούν οι εξισώσεις : 
	i. [image: ]
	1. [image: ]

	1. [image: ]
	




Να λυθούν οι εξισώσεις : 
	i. [image: ]
	1. [image: ]

	1. [image: ]
	1. [image: ]




Να λύσετε τις  εξισώσεις : 
	i. [image: ]
	1. [image: ]




Να λυθούν οι εξισώσεις : 
	i. [image: ]
	1. [image: ]

	1. [image: ]
	1. [image: ]




Να λυθούν οι εξισώσεις
	Α)
	[image: ]
	Β)
	[image: ]
	Γ)
	[image: ]




Να λυθούν οι εξισώσεις
	Α)
	[image: ]
	Β)
	[image: ]
	Γ)
	[image: ]




Β) Εξισώσεις κανονικής μορφής
Για την επίλυση της εξίσωσης [image: ] με [image: ] υπολογίζουμε πρώτα την ποσότητα [image: ] η οποία ονομάζεται διακρίνουσα. Μετά την επιλύουμε σύμφωνα με τον παρακάτω πίνακα:

	[image: ]
	Η εξίσωση [image: ], [image: ]

	[image: ]
	Έχει δύο ρίζες άνισες τις [image: ]

	[image: ]
	Έχει μια διπλή ρίζα τη [image: ] 

	[image: ]
	Είναι αδύνατη στο [image: ]



π.χ.
[image: ] 	
[image: ],		[image: ],	[image: ] 
[image: ]
[image: ]  
Παραδείγματα
Να επιλυθεί η εξίσωση: [image: ]
Λύση:
Οι συντελεστές της εξίσωσης είναι:
[image: ]
Έτσι η διακρίνουσα είναι:
[image: ]
Συνεπώς:


  Να επιλυθεί η εξίσωση: [image: ]
Λύση:
Οι συντελεστές της εξίσωσης είναι:
[image: ]
Έτσι η διακρίνουσα είναι:
[image: ][image: ]    [image: ]Δεν κάνουμε χρήση της ιδιότητας [image: ]

[image: ].
Συνεπώς:
[image: ]=[image: ]
[image: ]
ή
[image: ].

  Να εξετάσετε αν έχουν ή όχι πραγματικές ρίζες οι εξισώσεις:
	Α.
	[image: ]
	Β.
	[image: ]
	Γ.
	[image: ]



Λύση:
Α. Βρίσκουμε την διακρίνουσα 
[image: ]
Συνεπώς η εξίσωση έχει μια διπλή ρίζα. 
Β. Βρίσκουμε την διακρίνουσα 
[image: ]
Συνεπώς η εξίσωση έχει δυο ρίζες άνισες. 

Ασκήσεις

Να λυθούν οι εξισώσεις
	Α)
	[image: ]
	Β)
	[image: ]
	Γ)
	[image: ]




Να λυθούν οι εξισώσεις
	Α)
	[image: ]
	Β)
	[image: ]




Να λυθούν οι εξισώσεις: 
	i. [image: ]
	1. [image: ]

	1. [image: ]
	1. [image: ]




Να λυθούν οι εξισώσεις: 
	i. [image: ]
	1. [image: ]

	1. [image: ]
	1. [image: ]




Να λυθούν οι εξισώσεις: 
	i. [image: ]
	1. [image: ]

	1. [image: ]
	1. [image: ]

	1. [image: ]
	




Να λυθούν οι εξισώσεις : 
	i. [image: ]
	1. [image: ]




Να λυθούν οι εξισώσεις : 
	i. [image: ]
	1. [image: ]

	1. [image: ]
	1. [image: ]




Να λυθούν οι εξισώσεις : 
	i. [image: ]
	

	1. [image: ]
	





Γ) Παραγοντοποίηση τριωνύμου  

(1) Τι ονομάζουμε τριώνυμο;
Η παράσταση [image: ], λέγεται τριώνυμο. 

(2) Τι ονομάζουμε διακρίνουσα τριωνύμου;
Διακρίνουσα του τριωνύμου ονομάζεται η διακρίνουσα της αντίστοιχης εξίσωσης [image: ].

(3) Τι ονομάζουμε ρίζες τριωνύμου;
Ρίζες του τριωνύμου ονομάζονται οι ρίζες  της αντίστοιχης εξίσωσης [image: ] και είναι ρίζες και της πολυωνυμικής συνάρτησης 2ου βαθμού.

(4) Πως παραγοντοποιείται το τριώνυμο; 
Η παραγοντοποίηση του τριωνύμου γίνεται σύμφωνα με τον παρακάτω πίνακα:
	· Αν Δ>0 και [image: ] οι ρίζες του τριωνύμου τότε:
	[image: ]=[image: ]

	· Αν Δ=0 και [image: ] η μία διπλή ρίζα του τριωνύμου τότε:
	[image: ]=[image: ]

	· Αν Δ<0 τότε:
	δεν παραγοντοποιείται 




Παραδείγματα
Να γίνουν γινόμενα παραγόντων τα παρακάτω τριώνυμα:
(α) [image: ].
(β) [image: ]
(γ) [image: ]
Λύση:
(α) Έχουμε [image: ], οπότε το τριώνυμο έχει δυο ρίζες τις [image: ][image: ] ή [image: ]. Επομένως [image: ][image: ]
[image: ].
(β) Έχουμε [image: ], οπότε το τριώνυμο έχει διπλή ρίζα την [image: ].
Επομένως [image: ][image: ][image: ].
(γ) Έχουμε [image: ], οπότε το τριώνυμο δεν έχει ρίζες και έτι το τριώνυμο δεν μετατρέπεται σε γινόμενο παραγόντων. 

Να απλοποιηθεί η παράσταση:
[image: ].
Λύση:
Το τριώνυμο [image: ] έχει ρίζες [image: ] και [image: ], ενώ το τριώνυμο [image: ] έχει ρίζες [image: ] και [image: ]. Επομένως: [image: ].
Προσοχή πρέπει να τονίσουμε ότι η παράσταση Α ορίζεται αν [image: ] και [image: ].

Ασκήσεις

Να παραγοντοποιήσετε τα τριώνυμα
	i. [image: ]
	1. [image: ]

	1. [image: ]
	1. [image: ]




Απλοποιήστε τις παρακάτω κλασματικές παραστάσεις:
α) [image: ]                β) [image: ]                

Να γίνουν γινόμενα παραγόντων τα παρακάτω τριώνυμα:
 [image: ].
[image: ]
[image: ]
Να γίνουν γινόμενα παραγόντων τα παρακάτω τριώνυμα:
 [image: ].
[image: ]
[image: ]
Να απλοποιηθεί η παράσταση:
[image: ].
Να απλοποιηθεί η παράσταση:
[image: ].



§ 2.3 Προβλήματα εξισώσεων δευτέρου βαθμού 

Παραδείγματα

Να βρείτε τις δύο πλευρές ενός ορθογωνίου με περίμετρο  68 cm   και  
διαγώνιο 26 cm.
Λύση
Έστω  x,  y  οι  πλευρές του ορθογωνίου.  
2x + 2y = 68    και   [image: ]+ [image: ]= [image: ]
x + y = 34        και   [image: ]+ [image: ]= 676
y = 34 – x        και   [image: ]+ (34 – x[image: ]= 676
                                [image: ]+ [image: ]– 2. 34 x + [image: ]– 676 = 0
                                2[image: ]– 68 x + 1156 – 676 = 0
                                2[image: ]– 68 x + 480 = 0
                               [image: ]– 34 x + 240 = 0
Δ  =  [image: ]– 4. 240  =  1156 – 960  =  196
x  =  [image: ]  =  [image: ]  =  [image: ]   ή     [image: ]   =   24   ή   10
Από την εξίσωση    y = 34 – x    θα  έχουμε   y =  10  ή   24.
Άρα οι  πλευρές του ορθογωνίου  είναι  24   και  10

Να εξετάσετε αν υπάρχουν διαδοχικοί ακέραιοι που να είναι μήκη πλευρών ορθογωνίου τριγώνου.
Λύση
Έστω   x – 1,   x,   x + 1   διαδοχικοί ακέραιοι, μήκη πλευρών ορθογωνίου τριγώνου.
Πυθαγόρειο:  (x + 1[image: ]= [image: ]+ (x – 1[image: ] [image: ]  [image: ]+ 2x + 1 = [image: ]+ [image: ]– 2x + 1
                                                               –[image: ] + 4x = 0
                                                              –x (x – 4) = 0
                                                                    x – 4 = 0   αφού   x[image: ]0
                                                                          x = 4
Επομένως  υπάρχουν  διαδοχικοί ακέραιοι, μήκη πλευρών ορθογωνίου τριγώνου,
και  είναι  οι   4 – 1 ,   4,   4 + 1,     δηλαδή  οι    3,  4,  5

[image: ]Η σημαία του διπλανού σχήματος έχει διαστάσεις  4m   και   3m   αντιστοίχως.  Να βρείτε το πλάτος  d  του σταυρού,  αν γνωρίζουμε ότι  το εμβαδόν του είναι ίσο με το εμβαδόν του υπόλοιπου μέρους της σημαίας.
Λύση
Περιορισμός :   0 < d < 3
εμβαδόν του σταυρού  =  εμβαδόν οριζόντιας λωρίδας + 
                                         εμβαδόν κατακόρυφης λωρίδας – 
                                         εμβαδόν του τετραγώνου  ΖΙΜΟ  πλευράς  d  
                                     =  4d + 3d – [image: ] 
                                     =  7d – [image: ]    (1)
Αλλά,  εμβαδόν του σταυρού  =  εμβαδόν του υπόλοιπου μέρους της  σημαίας.   [image: ]
            εμβαδόν του σταυρού  =  [image: ] εμβαδού της όλης σημαίας 
                                                 =  [image: ]  4. 3 =  6    (2)
Από τις  (1),  (2)    [image: ]     7d – 3[image: ]= 6   
                                        [image: ]– 7d + 6 = 0
Δ  =  49 – 24 = 25,        d  =  [image: ] = 1   ή   6  απορρίπτεται,   άρα  d = 1
Μια κατασκευαστική  εταιρεία διαθέτει δύο μηχανήματα  Α  και  Β.  Το μηχάνημα  Β  χρειάζεται   12 ώρες  περισσότερο από ότι χρειάζεται  το μηχάνημα  Α  για να τελειώσει ένα συγκεκριμένο έργο.  Ο χρόνος που απαιτείται  για να τελειώσει το έργο,  αν χρησιμοποιηθούν και τα δύο μηχανήματα μαζί  είναι  8  ώρες.  Να βρείτε το χρόνο  που θα χρειαζόταν το κάθε μηχάνημα για να τελειώσει το έργο αυτό  αν εργαζόταν μόνο του.
Λύση
Αν  t   είναι o  χρόνος που χρειάζεται  το μηχάνημα  Α  για να τελειώσει ένα συγκεκριμένο έργο,  ο αντίστοιχος χρόνος για το  είναι  t + 12.
Σε  1 ώρα,  το  Α θα εκτελέσει  το  [image: ]  του έργου και
                 το  Β  θα εκτελέσει  το  [image: ]  του έργου
Σε  8 ώρες,  που τα  δυο μαζί τελειώσουν το έργο,
                 το  Α θα εκτελέσει  το  8.[image: ]  του έργου και
                 το  Β  θα εκτελέσει  το  8.[image: ]  του έργου
Άρα θα έχουμε     8.[image: ] +  8.[image: ]  = 1
                             8(t + 12) + 8t  =  t(t + 12)
                             8t + 96 + 8t = [image: ]+ 12t
                            [image: ]– 4t – 96 = 0
Δ  =  16 + 4. 96  =  16 + 384  =  400       
 t = [image: ]  = [image: ]  = 12   ή   – 8   απορρίπτεται αφού   t [image: ] 0



Ασκήσεις

Τα μήκη των τριών πλευρών ενός ορθογωνίου τριγώνου είναι τρεις διαδοχικοί ακέραιοι αριθμοί. Να βρεθούν οι αριθμοί αυτοί. 

Το εμβαδόν ενός ορθογωνίου παραλληλογράμμου είναι 25 cm2. Πότε το ορθογώνιο έχει την ελάχιστη περίμετρο και ποια είναι αυτή;

Σε τραπέζιο το άθροισμα των βάσεών του και του ύψους του είναι 10. 
α) Για ποια τιμή του ύψους του το εμβαδόν του τραπεζίου γίνεται μέγιστο; 
β) Πόσο είναι το εμβαδόν αυτό;

Η πλευρά ενός τετραγώνου είναι 4 cm μεγαλύτερη από την πλευρά ενός άλλου τετραγώνου. Βρείτε τις πλευρές τους αν γνωρίζουμε ότι η διαφορά των εμβαδών τους είναι 88 cm2.

Το πλήθος των διαγωνίων ενός πολυγώνου με ν πλευρές δίνεται από τον τύπο: δν = . Αν το πολύγωνο έχει 104 διαγωνίους, πόσες είναι οι πλευρές του;

Το άθροισμα των ν πρώτων φυσικών αριθμών δίνεται από τον τύπο:
Σν = 1 + 2 + 3 + 4 + ....... + ν  =  
Βρείτε το ν, αν ξέρουμε ότι Σν = 300.

Το εμβαδόν μιας σελίδας ενός βιβλίου είναι 300 cm2. Αν το μήκος της είναι 
5 cm μεγαλύτερο από το πλάτος της, βρείτε τις διαστάσεις της σελίδας. 

Να υπολογίσετε το x σε καθεμιά από τις περιπτώσεις:
	(α)
	(β)
	(γ)
	(δ)

	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]




Να βρείτε ένα θετικό αριθμό, τέτοιο ώστε : 
α)  Το μισό του τετραγώνου του να είναι ίσο με το διπλάσιό του. 
β) Το γινόμενο του μ’ έναν αριθμό, που είναι κατά 2 μικρότερος, να είναι 24. 
γ) Το διπλάσιο του τετραγώνου του, να είναι κατά 3 μεγαλύτερο από το πενταπλάσιό του.  

Η χωρητικότητα ενός δοχείου λαδιού είναι 10  λίτρα. Αν το δοχείο έχει σχήμα ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου με ύψος 25  cm και βάση τετράγωνο, να βρείτε το μήκος της πλευράς της βάσης του.

Ένα οικόπεδο έχει σχήμα ορθογωνίου με εμβαδόν 150  m. Αν το μήκος του είναι 5m μεγαλύτερο από το πλάτος του, να βρείτε πόσα μέτρα συρματόπλεγμα χρειάζονται για την περίφραξή του.

Να βρείτε δύο διαδοχικούς περιττούς ακεραίους, που το άθροισμα των τετραγώνων  τους να είναι 74.

O καθηγητής των Μαθηματικών πρότεινε στους μαθητές του να λύσουν ορισμένες ασκήσεις για να εμπεδώσουν την ενότητα που διδάχτηκαν.  Όταν αυτοί τον ρώτησαν σε ποια σελίδα είναι γραμμένες οι ασκήσεις, αυτός απάντησε:  «Αν ανοίξετε το βιβλίο σας , το γινόμενο των δύο αντικριστών σελίδων μέσα στις οποίες είναι γραμμένες οι ασκήσεις, είναι 506». Μπορείτε να βρείτε σε ποιες σελίδες είναι γραμμένες οι ασκήσεις;

Στο πρωτάθλημα ποδοσφαίρου μιας χώρας κάθε ομάδα έδωσε με όλες τις υπόλοιπες ομάδες δύο αγώνες (εντός και εκτός έδρας). Αν έγιναν συνολικά 240 αγώνες, πόσες  ήταν οι ομάδες που συμμετείχαν στο πρωτάθλημα;

Ένα τρίγωνο έχει πλευρές 4  cm, 6  cm και 8  cm. Αν κάθε πλευρά του ήταν μεγαλύτερη κατά  x cm, τότε το τρίγωνο θα ήταν ορθογώνιο. Να βρείτε τον αριθμό   x.  

Οι μαθητές μιας  τάξης ρώτησαν τον καθηγητή τους πόσο ετών είναι και ποια είναι η ηλικία των παιδιών του. Εκείνος δεν έχασε την ευκαιρία και τους προβλημάτισε για μια ακόμη φορά, αφού τους είπε: «Αν πολλαπλασιάσετε την ηλικία που είχα πριν 5 χρόνια, με την ηλικία που θα έχω μετά από 5 χρόνια θα βρείτε 1200. Όσον αφορά τα δύο παιδιά μου, αυτά είναι δίδυμα και αν πολλαπλασιάσετε ή προσθέσετε τις ηλικίες τους βρίσκετε τον ίδιο αριθμό» . Μπορείτε να βρείτε την ηλικία του καθηγητή και των παιδιών του;

[image: ]Το μήκος κάθε φύλλου ενός βιβλίου είναι μεγαλύτερο από το πλάτος του  κατά 6  cm. Αν διπλώσουμε ένα φύλλο ΑΒΓΔ, έτσι ώστε η πλευρά ΓΔ να πέσει πάνω στην ΑΔ, τότε το εμβαδόν του φύλλου μειώνεται κατά τα [image: ]  του αρχικού εμβαδού του. Να βρείτε τις διαστάσεις κάθε φύλλου του βιβλίου.
[image: ]
Θέλουμε να κατασκευάσουμε ένα κυκλικό σιντριβάνι και γύρω από αυτό να στρώσουμε με πλακάκια ένα διάδρομο πλάτους 3 m. Αν ο διάδρομος πρέπει να έχει εμβαδόν τριπλάσιο από το εμβαδόν που καλύπτει το σιντριβάνι, να βρείτε την ακτίνα του σιντριβανιού.  

[image: ]Για την κατασκευή μιας κλειστής κυλινδρικής δεξαμενής καυσίμων ύψους 6 m, χρειάστηκαν 251,2 [image: ] λαμαρίνας. Να υπολογίσετε την ακτίνα της βάσης της δεξαμενής. 

Παρατηρώντας την πτώση ενός σώματος, που αφέθηκε να πέσει από την  κορυφή Κ ενός ουρανοξύστη, διαπιστώνουμε ότι στα δύο τελευταία δευτερόλεπτα της κίνησής του διάνυσε μια απόσταση ΠΕ  ίση με τα 5/9 του ύψους του ουρανοξύστη. Να βρείτε πόσο χρόνο διήρκεσε η πτώση του σώματος και ποιο ήταν το ύψος του ουρανοξύστη  (g = 10m/[image: ]).  




§ 2.4 Κλασματικές Εξισώσεις 

Τι ονομάζεται κλασματική ή ρητή εξίσωση;
Κλασματική ή ρητή εξίσωση ονομάζεται η εξίσωση που περιέχει ένα τουλάχιστον κλάσμα με άγνωστο στον παρονομαστή.

Μέθοδος επίλυσης κλασματικών εξισώσεων

Για να επιλύσουμε μια κλασματική εξίσωση:
Αναλύουμε τους παρονομαστές σε γινόμενο πρώτων παραγόντων.
Προσδιορίζουμε τις τιμές του αγνώστου για τις οποίες όλοι οι παρονομαστές είναι διάφοροι του μηδενός .
Πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη της εξίσωσης με το Ε.Κ.Π. των παρονομαστών. 
Κάνουμε απαλοιφή παρονομαστών και επιλύουμε την εξίσωση που προκύπτει.
Από τις λύσεις που βρήκαμε απορρίπτουμε εκείνες που δεν ικανοποιούν τους περιορισμούς.

Παραδείγματα  
Να λυθεί η εξίσωση : [image: ]
Λύση 
[image: ]Περιορισμοί :
ΕΚΠ:x(x-3)[image: ]
          [image: ]

[image: ]
(2) Να επιλυθεί η εξίσωση [image: ].
Λύση:
[image: ]
[image: ]
[image: ]	(Πρέπει [image: ] και [image: ])
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ].

(3) Να επιλυθεί η εξίσωση [image: ].
Λύση:
[image: ]
[image: ] (Πρέπει [image: ])
[image: ]
[image: ][image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]

Ασκήσεις
Να λυθούν οι εξισώσεις: 
	i. [image: ]
	1. [image: ]




Να λυθούν οι εξισώσεις: 
	i. [image: ]
	1. [image: ]

	1. [image: ]
	




Να λυθούν οι εξισώσεις : 
	i. [image: ]
	1. [image: ]

	1. [image: ]
	1. [image: ]

	1. [image: ]
	




Να λυθούν και να διερευνηθούν οι παρακάτω εξισώσεις:
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]




§ 2.5 Ανισότητες – Ανισώσεις μ’ ένα άγνωστο 

Α) Διάταξη πραγματικών αριθμών

Σύγκριση πραγματικών αριθμών που παριστάνονται με σημεία ενός άξονα.  
Άξονας πραγματικών αριθμών, ονομάζεται η ευθεία στην οποία ορίζουμε ένα σημείο στο οποίο αντιστοιχούμε τον αριθμό 0 και δεξιά αυτού άλλο ένα σημείο στο οποίο αντιστοιχούμε τον αριθμό 1. Τότε σε κάθε σημείο του άξονα αντιστοιχεί ένας πραγματικός αριθμός και το αντίστροφο σε κάθε πραγματικό αριθμό αντιστοιχεί ένα σημείο του άξονα.

Διάταξη πραγματικών αριθμών ονομάζουμε την τοποθέτηση τους στον άξονα των πραγματικών αριθμών. 

Ανισότητα ονομάζουμε μια σχέση διάταξης μεταξύ πραγματικών αριθμών. 
Αν στον άξονα έχουμε δύο αριθμούς τότε μεγαλύτερος είναι εκείνος που βρίσκεται δεξιότερα.

Ένας αριθμός α λέμε ότι είναι μεγαλύτερος από έναν άλλο αριθμό β όταν ο α βρίσκεται στον άξονα δεξιότερα του β και συμβολίζουμε [image: ].

Ένας αριθμός α λέμε ότι είναι μικρότερος από έναν άλλο αριθμό β όταν ο α βρίσκεται στον άξονα αριστερότερα του β και συμβολίζουμε [image: ].

Σύγκριση πραγματικών αριθμών που δεν παριστάνονται με σημεία ενός άξονα.  

Θα λέμε ότι ο αριθμός α είναι μεγαλύτερος από τον β, και θα συμβολίζουμε με [image: ], όταν η διαφορά [image: ] είναι θετικός αριθμός. 
Δηλαδή: [image: ]

Θα λέμε ότι ο αριθμός α είναι μικρότερος από τον β, και θα συμβολίζουμε με [image: ], όταν η διαφορά [image: ] είναι αρνητικός αριθμός. 
Δηλαδή: [image: ]

Πορίσματα
Κάθε θετικός αριθμός είναι μεγαλύτερος από το μηδέν.
Κάθε αρνητικός αριθμός είναι μικρότερος από το μηδέν.
Κάθε θετικός αριθμός είναι μεγαλύτερος από κάθε αρνητικό αριθμό.

Θα λέμε ότι ο αριθμός α είναι μεγαλύτερος ή ίσος από τον β, και θα συμβολίζουμε με [image: ], όταν η διαφορά [image: ] είναι θετικός αριθμός ή μηδέν. 
Δηλαδή: [image: ]

Θα λέμε ότι ο αριθμός α είναι μικρότερος ή ίσος από τον β, και θα συμβολίζουμε με [image: ], όταν η διαφορά [image: ] είναι αρνητικός αριθμός ή μηδέν. 
Δηλαδή: [image: ]

Δύο αριθμοί λέγονται ομόσημοι, αν και οι δύο είναι θετικοί ή αν και οι δύο είναι αρνητικοί.

Δύο αριθμοί λέγονται ετερόσημοι, αν ο ένας είναι θετικός και ο άλλος είναι αρνητικός αριθμός.

Αξιώματα στο σύνολο των πραγματικών αριθμών

	Αξιώματα
	Συμβολισμός

	(1)
	Το άθροισμα δύο θετικών αριθμών είναι θετικός αριθμός
	Αν [image: ], [image: ] τότε [image: ]

	(2)
	Το άθροισμα δύο αρνητικών αριθμών είναι αρνητικός αριθμός
	Αν [image: ], [image: ] τότε [image: ]

	(3)
	Το γινόμενο δύο ομόσημων αριθμών είναι θετικός αριθμός 
	Αν [image: ] ή [image: ] τότε [image: ]

	(4)
	Το πηλίκο δύο ομόσημων αριθμών είναι θετικός αριθμός
	Αν [image: ] ή [image: ] τότε [image: ]

	(5)
	Το γινόμενο δύο ετερόσημων αριθμών είναι αρνητικός αριθμός
	Αν [image: ] ή [image: ] τότε [image: ]

	(6)
	Το πηλίκο δύο ετερόσημων αριθμών είναι αρνητικός αριθμός
	Αν [image: ] ή [image: ] τότε [image: ]





Β) Ιδιότητες της διάταξης

	Ιδιότητα
	Συμβολισμός

	(1)
	Αν και στα δύο μέλη μιας ανισότητας προσθέσουμε τον ίδιο αριθμό, τότε προκύπτει ανισότητα με την ίδια φορά.
	Αν [image: ] τότε [image: ]

	(2)
	Αν και στα δύο μέλη μιας ανισότητας αφαιρέσουμε τον ίδιο αριθμό, τότε προκύπτει ανισότητα με την ίδια φορά.
	Αν [image: ] τότε [image: ]

	(3)
	Αν πολλαπλασιάσουμε και τα δύο μέλη μιας ανισότητας με τον ίδιο θετικό αριθμό, τότε προκύπτει ανισότητα με την ίδια φορά.
	Αν [image: ] και [image: ] τότε [image: ]

	(4)
	Αν διαιρέσουμε και τα δύο μέλη μιας ανισότητας με τον ίδιο θετικό αριθμό, τότε προκύπτει ανισότητα με την ίδια φορά.
	Αν [image: ] και [image: ] τότε [image: ]

	(5)
	Αν πολλαπλασιάσουμε και τα δύο μέλη μιας ανισότητας με τον ίδιο αρνητικό αριθμό, τότε προκύπτει ανισότητα με αντίθετη φορά.
	Αν [image: ] και [image: ] τότε [image: ]

	(6)
	Αν διαιρέσουμε και τα δύο μέλη μιας ανισότητας με τον ίδιο αρνητικό αριθμό, τότε προκύπτει ανισότητα με αντίθετη φορά.
	Αν [image: ] και [image: ] τότε [image: ]

	(7)
	Αν προσθέσουμε κατά μέλη δύο ή περισσότερες ανισότητες που έχουν την ίδια φορά προκύπτει ανισότητα με την ίδια φορά.
	Αν [image: ] και [image: ] τότε [image: ]

	(8)
	Αν πολλαπλασιάσουμε κατά μέλη δύο ή περισσότερες ανισότητες που έχουν την ίδια φορά και θετικά μέλη προκύπτει ανισότητα με την ίδια φορά.
	Αν [image: ] θετικοί αριθμοί με [image: ] και [image: ] τότε [image: ]




Παρατηρήσεις:

	Πρόταση
	Συμβολισμός

	(1)
	Το τετράγωνο κάθε αριθμού είναι μη αρνητικός αριθμός
	[image: ]`

	(2)
	Αν το άθροισμα τετραγώνων δύο αριθμών είναι μηδέν τότε οι αριθμοί είναι ίσοι με μηδέν
	Αν [image: ], τότε [image: ] και [image: ]

	(3)
	Ο αντίστροφος ενός θετικού αριθμού είναι θετικός αριθμός
	Αν [image: ], τότε [image: ]

	(4)
	Ο αντίστροφος ενός αρνητικού αριθμού είναι αρνητικός αριθμός
	Αν [image: ], τότε [image: ]

	(5)
	Οι αντίστροφοι δύο ομόσημων αριθμών δημιουργούν ανισότητα αντίθετης φοράς
	Αν [image: ] ομόσημοι και [image: ], τότε [image: ]

	(6)
	Οι αντίστροφοι δύο ετερόσημων αριθμών δημιουργούν ανισότητα ίδιας φοράς
	Αν [image: ] ετερόσημοι και [image: ], τότε [image: ]

	(7)
	Αν [image: ] θετικοί με [image: ] και [image: ] φυσικός αριθμός διάφορος του μηδενός, τότε [image: ], και αντίστροφα

	(8)
	Δεν επιτρέπεται να αφαιρούμε ανισότητες κατά μέλη

	(9) 
	Δεν επιτρέπεται να διαιρούμε ανισότητες κατά μέλη




Μεθοδολογία για τις ασκήσεις

Πάμε όλους τους όρους στο 1ο μέλος της ανισότητας
Παραγοντοποιούμε το 1ο μέλος της ανισότητας
Καταλήγουμε σε προφανή ανισοτική σχέση

Παραδείγματα
Αν [image: ], να αποδείξετε ότι [image: ]
Λύση:
[image: ]
[image: ]
[image: ] (ισχύει)

Αν [image: ], να αποδείξετε ότι [image: ]
Λύση:
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ] (ισχύει)

Να αποδείξετε ότι [image: ]
Λύση:
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ] (ισχύει)

Να αποδείξετε ότι [image: ]
Λύση:
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ] (ισχύει)

Ασκήσεις

Να αποδείξετε ότι [image: ].
Να αποδείξετε ότι [image: ]
Να αποδείξετε ότι [image: ].  Πότε ισχύει η ισότητα;
Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς  x  και  y   σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις :
Αν [image: ]
Αν [image: ]
Αν [image: ]και [image: ] να βρείτε τα όρια μεταξύ των οποίων περιέχεται η τιμή  καθεμιάς από τις παραστάσεις
	i)   x + y              ii)   x – y            iii)  [image: ]           iv)    [image: ]+[image: ]
Το πλάτος  x  και το μήκος  y  ενός ορθογωνίου ικανοποιούν τις ανισότητες  2 < x < 3   και    3 < y < 5.  Αν αυξήσουμε το πλάτος κατά  0,2  και ελαττώσουμε το μήκος  κατά   0,1,   να βρείτε τις δυνατές τιμές :
	i)    της περιμέτρου      ii)    του εμβαδού του νέου ορθογωνίου

Αν [image: ], να δείξετε ότι   [image: ]
Να βρείτε το λάθος στους παρακάτω συλλογισμούς :
Έστω [image: ]. Τότε	x > 5
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Αν [image: ], να αποδείξετε ότι [image: ].
Αν α, β θετικοί αριθμοί, να δείξετε ότι [image: ]
Να αποδείξετε ότι:
	i) [image: ]    	ii) [image: ]
Να δείξετε ότι:   
i) [image: ]     	ii) [image: ]

Αν [image: ] τότε [image: ]

Να δείξετε ότι [image: ]
Αν α, β είναι ομόσημοι αριθμοί τότε να αποδείξετε ότι: [image: ]
Αν [image: ] να δειχθεί ότι  [image: ]
Αν [image: ] να συγκριθούν οι αριθμοί: [image: ]
Να αποδείξετε ότι:  [image: ]
Για τους θετικούς αριθμούς α, β, γ, δ, να αποδείξετε ότι: 
[image: ]
Αν   [image: ] να αποδείξετε ότι: [image: ]  
Αν [image: ] να αποδείξετε ότι: [image: ]
Αν x, y θετικοί αριθμοί να αποδειχθεί ότι: [image: ]
Αν [image: ] και [image: ], τότε να αποδείξετε ότι: [image: ]

Αν [image: ] τότε να δείξετε ότι: [image: ]

Αν α, β, γ είναι θετικοί αριθμοί, τότε να  δείξετε ότι:
 		i) [image: ]		ii) [image: ]

Αν α, β, γ είναι θετικοί αριθμοί, τότε να  δείξετε ότι:
i) [image: ]		ii) [image: ]    

Δίνονται οι θετικοί αριθμοί [image: ] και [image: ] με [image: ]. Να αποδείξετε ότι: α) [image: ]	β) [image: ]

Αν [image: ] και [image: ] να βρείτε μεταξύ ποιων αριθμών περιέχονται οι τιμές των παραστάσεων [image: ], [image: ], [image: ], [image: ], [image: ]

Δίνονται οι πραγματικοί αριθμοί x, y  για τους οποίους ισχύει [image: ]. Να γράψετε σε μια σειρά από τον μικρότερο στον μεγαλύτερο τους αριθμούς [image: ], [image: ], [image: ], [image: ] 
Αν  ν φυσικός αριθμός να δειχθεί  [image: ]
Αν [image: ] και [image: ], να αποδειχθεί ότι [image: ].

Έστω ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με πλευρές x, y. Να εκφράσετε με μαθηματικές σχέσεις τις προτάσεις “ Το εμβαδό του ορθογωνίου είναι μικρότερο από 10 m2 ” και “ Η περίμετρος του ορθογωνίου είναι τουλάχιστον 45 m ”

Γ) Ανισώσεις πρώτου βαθμού μ’ ένα άγνωστο
Για την επίλυση ανισώσεων πρώτου βαθμού μ’ ένα άγνωστο ακολουθούμε τα ίδια βήματα που ακλουθούμε για την επίλυση των εξισώσεων πρώτου βαθμού μ’ ένα άγνωστο. Με την διαφορά ότι όταν διαιρούμε με τον συντελεστή του αγνώστου και τα δύο μέλη της ανίσωσης, αν αυτός είναι αρνητικός αλλάζουμε την φορά της ανίσωσης.
π.χ.
Να επιλύσετε την ανίσωση: [image: ] 
Λύση:
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ] 
[image: ] 
[image: ] 
[image: ] 
[image: ] 
[image: ] 
[image: ] 

Ασκήσεις

Να επιλύσετε τις ανισώσεις και να παραστήσετε στην ευθεία τις λύσεις τους.
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]

Να επιλύσετε τις ανισώσεις και να παραστήσετε στην ευθεία τις λύσεις τους.
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]

Να επιλύσετε τις ανισώσεις και να παραστήσετε στην ευθεία τις λύσεις τους.
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]

Να βρείτε τις κοινές λύσεις των ανισώσεων:
[image: ] και [image: ]
[image: ] και [image: ]
[image: ] και [image: ]
[image: ] και [image: ]
[image: ] και [image: ] και [image: ]
[image: ] και [image: ] 
και [image: ]

Να επιλύσετε και να παραστήσετε στην ευθεία των αριθμών τις λύσεις των ανισώσεων:
[image: ]
[image: ]
[image: ]

Για ποιες τιμές του θετικού ακεραίου αριθμού μ, έχουμε ότι [image: ] είναι θετικός;

Για ποιες τιμές του αριθμού α, η ανίσωση [image: ] έχει λύση τον αριθμό [image: ].

Η Ιλάρια είχε τετραπλάσια χρήματα από τη Βερόνικα, αλλά δαπάνησε 15€ και τώρα έχει λιγότερα από τη Βερόνικα. Να αποδείξετε ότι η Βερόνικα έχει λιγότερα από 5€.

Ο Κωνσταντίνος έχει γράψει τρία διαγωνίσματα με βαθμούς 12, 14, 15. Τι βαθμό πρέπει να γράψει στο επόμενο διαγώνισμα για να έχει μέσο όρο πάνω από 15;
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